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Soit A et A* respectivement la cloture integrale et la quasi-cloture d’un 
anneau integre A dans K, son corps des fractions, X(l)(A) l’ensemble des 
ideaux premiers de A de hauteur 1 et Au) = n A, (p E X(l)(A)); Krull [8] 
puis Heinzer [4] ont pose le probleme suivant: 
Si A est un anneau noeth&kn de dimension 2, alors A(l) est-il noethhien? 
Ferrand et Raynaud [3, Corollaire l-4, p. 2981 ont repondu affirmativement 
si A est local et Heinzer [4] a donne la mCme reponse positive si A est semi- 
local. Dans cette note, nous nous proposons de montrer que Au) est Zr- 
noetherien [2] et que, de plus, A(1) est noetherien. 
Soit, d’autre part, a un ideal entier de A, alors A(a) = Un,o (A : aa) est 
un anneau appele transform6 de Nagata de l’ideal a[lO]. Nagata et Rees [9, 121 
ont donnt un exemple d’un anneau local noetherien integre de dimension 3 
dont un transform6 de Nagata n’est pas un anneau noetherien. Dans cette note, 
nous montrerons que tout transform& de Nagata d’un anneau noetherien est 
,&-noetherien et que sa quasi-clbture est un anneau de Krull. 
1. PRELIMINAIRES ET RAPPELS 
(a) Tout anneau B tel que A C B C K est appele surordre de A. On dira 
qu’une famille {Ai}+,, de surordres de A est une reprbsentation finie de A si: 
(1) A =nlA<. 
(2) Tout x E A est inversible dans Ai , sauf pour un nombre fini de 
Ai . En particulier, si (Ai}i,r est une representation finie de A, alors A* = 
fit Ai* [6, Lemme 2-21. 
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(b) Un ideal premier p est dit associe’ a I’idtal a s’il existe b E (A : a) 
tel que p ideal premier minimal de ab-l n A. On notera PA l’ensemble des 
ideaux premiers de A associes aux ideaux principaux et alors: 
A=r)A,. 
‘A 
Si A est noetherien et M, l’ensemble des elements maximaux de P, , alors la 
famille {A,},,,A est une representation finie de A [7, p. 90, ThCoreme 1231. 
(c) Soit Z une famille multiplicative d’ideaux entiers de A. L’ensemble 
A,:=(x~K(xa~Apoura~Z~ 
est un surordre de A appele anneau g&ralise’ de fractions de A par Z [ 11. 
Donnons quelques exemples: 
(1) Si z = {a%>O, alors AZ = A(a) transform6 de Nagata de a. 
(2) Soit X = {p,} une famille d’ideaux premiers de A et Z = 
{a 1 a $ pa pour tout pLy E X} alors A, = (Ix A,=. 
(3) Si B est un surordre A-plat, c’est un anneau generali& de fractions 
car B = &A, avec X = {p 1 pB f p}. 
Si a est un ideal fractionnaire de A, alors ax = (x E K 1 xb C a pour b E Z} 
est un ideal de AZ . En particulier, si c est un ideal de type fini: 
Posons 
a= : cz = (a : c)~ : cAL’ . 
P = {p E spec A 1 a $ p pour tout a E Z}, 
P’ = {p’ E spec B 1 aB g p’ pour tout a E Z}. 
L’application p H pz est une bijection de P sur P’ et A, = BP2 [I]. 
(d) Un ideal a d’un anneau integre A sera dit quasi-@ s’il existe a’ 
de type fini tel que a’ _C a et a-r = (a’)-1. Si D(A) est le monoi’de des ideaux 
divisoriels on a les proprietes Cquivalentes: 
(1) D(A) verifie la condition de cha’ine ascendante, 
(2) tout ideal est quasi-fini. 
Si A verifie l’une de ces proprietes, il sera appele anneau de Mori [lo, 111. 
(e) Si M est un A-module, on notera A(M) son enveloppe injective. 
Un A-moduleL injectif sera dit Z-injectif [2] s’il est de la forme: 
L = @ W/P). 
PEY 
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Y &ant une famille d’ideaux premiers tels que A, soit un anneau noetherien. 
Soit o+A-+E,,+*..+E,-+... une resolution injective minimale de 
l’anneau A. Si k est le plus grand entier tel que les A-modules-injectifs Ei 
(i de 0 a k) sont Zinjectifs, on dira que A est &noeth&ien. 
Les conditions suivantes caracterisent un anneau integre A ,Z$noethCrien: 
(1) {A,},,, (Y C spec A) est une representation finie de A, 
(2) pour tout p E Y, A, est un anneau noetherien. 
2. INTERSECTIONS D'ANNEAUX DE MORI 
THBORBME 1. Si la famille {Ai}iE, d’anneaux de Mori est une reprksentation 
jinie de l’anneau A, alors A est un anneau de Mori. 
Soit a un ideal fractionnaire de A. Si x E o-l, alors xaA, C Ai pour tout 
i E I et x E nl (Ai : aAJ done a-l C n, (Ai : aA,). Inversement, a _C aA, 
implique pour x E n, (Ai : aA,), xa C Ai pour tout i E I et done xa C 11, Ai . 
Finalement, A : a = nl (A, : aA,). En particulier, n, [Ai : (A : a) AJ = 
(a-‘)-‘. 
Soit a un ideal entier de l’anneau A. Si x E a, il existe, par hypothbe, un 
sous-ensemble fini J de I tel que x soit inversible dans Ai pour i E I - J. 
Done xAi = Ai pour i E I - J. Or xAi C Ai: (A : a) Ai 2 Ai pour tout 
iEI.DoncAi:(A:a)Ai =AipourtoutiE1-J. 
Soit b,>,h une chaine croissante d’ideaux divisoriels entiers de A. Pour 
tout i E I {Ai : (A : a,) AI}T>1 est une chaine croissante d’ideaux divisoriels 
entiers de Ai . Mais Ai : (A : a,) Ai = Ai sauf pour un sous-ensemble fini J 
de I. Done, pour tout i E I - Jet pour tout entier n 3 1, 
Ai : (A : a,) A, = Ai. 
D’autre part, comme chaque Ai est un anneau de Mori, pour tout i E J, 
il existe un entier ni tel que: 
Ai : (A : ani)Ai = Ai : (A : a,)A, pour m >, ni. 
Posons n = Supt ni (i E J). 
Alors, pour tout i E J, Ai : (A : a,) Ai = Ai : (A : a,) Ai pour m > n. 
Done, pour tout i ~1, Ai : (A : a,) Ai = Ai : (A : a,) Ai pour m > n et 
finalement : 
a, = A : (A : a,) = n [Ai : (A : a,)AJ = n [Ai : (A : a,)AJ 
= A : (A : a,) = &. 
I 
11 en r&&e que A est un anneau de Mori. 
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EXEMPLES. (1) Un anneau Zr-noetherien est un anneau de Mori. 
(2) Toute intersection finie d’anneaux de Mori ayant m&me corps des 
quotients est de Mori. 
(3) Une representation finie d’anneaux de Krull est un anneau de Krull. 
THBORBME 2. Tout anneau ge%teralise’ de fractions B = A, d’un anneau de 
Mori A par une famille multiplicative .E est un anneau de Mori. 
Si a est un ideal de A, il existe suivant (I,) un ideal c de type fini tel que 
c C a et c-l = a-l. Suivant (IJ, B : cz = B : cB. De plus, cz C a, et 
az(A:a)zCBd’oh(A:a)zCB:azCB:cz= B:cB.Onaaussi(A:a)r= 
(A:c)z=B:cBd’ohB:az=B:cB.Deplus,B:aB=B:az=B:~r. 
Soit a’ un ideal entier de B et 01 E a’, done il existe b E Z tel que oIb C A puis 
olb C a’ n A et 01 E (a’ n A)=, c’est a dire a’ C (a’ n A), . Posons a,’ = 
B : (B : a’) et a = a,’ n A. Alors aB C a,’ puis (aB)* C a,’ done as C a,‘, 
mais a,’ C a= d’oti azr’ = a=. 
Si a’ n’est pas un ideal entier de B, il existe d E K tel que da’ = 6’ est un 
ideal entier de B d’oti (da’)V = bz = (6’ n A)z puis a,’ = d-lbz = bz : dB 
d’oh a,’ = (d-lb), . 
Finalement, l’application j: D(A) + D(B) avec j(av) = (a& = (aB)v = 
(a,)= est surjective ce qui demontre le theoreme. 
3. I?TUDE DE L'ANNEAU B = A(l), POUR A NOETHERIEN 
B est un anneau gCnCralisC de fractions pour la partie multiplicative. 
Z = {a ideal de A 1 a @ p pour tout p E X(l)(A)}. 
THBORBME 1. Si A est un anneau noethkien de dimension 2, B = A(l) est 
un anneau 2$-noetherien de dimension < 2 et sa cloture integrale est un anneau 
noetht?rien. 
Suivant Ic l’application p H pz = p’ est une bijection de P sur P’ avec 
A, = B,‘. On a X(l)(A) C P done, pour p E X(l)(A), il existe p’ E P’ tel que 
A, = B,’ ce qui implique p’ E X(l)(B). Posons: 
PI’ = (p’ E X(l)(B) / p’ = pr avec p E X(l)(A)}, 
alors 
B = fl BP, . 
PI’ 
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Suivant [4, p. 1171, B a un spectre noetherien, en particulier x E B n’appartient 
qu’a un nombre fini d’ideaux premiers minimaux sur XB [7, p. 591; les ideaux 
de PI’ &ant de hauteur 1, x ne peut appartenir q’a un nombre fini d’entre eux, 
done V$~~p~E~l ’ est une representation tinie de B et B est Zr-noetherien. 
-7 Suivant (&a): B* = fir,,, (BP’)* = &,, (Bp ) car Bp’ est un anneau local 
noetherien de dimension 1. 
Suivant [6, lemme 2-l], en posant: 
P = (p E X~A) 1 p n A E X(~)(A)) n (A,) = n A, 
&kr(‘)(A) ri 
done B* = ng & (25 anneau de valuation discrete). B* est done un 
anneau generalise de fractions de A done, puisque A est noetherien, B* est 
de Mori (theoreme 11-2) done de Krull puisque completement integralement 
clos. 
Suivant un resultat de [5, theorbme 9, p. 2211, puisque dim A = 2, alors 
dim A = 2 et B* est un anneau noetherien avec dim B* < 2. Evidemment, 
B*=BdoncdimB<2. 
4. TRANSFORMS DE NAGATA D'UN ANNEAU NOETHERIEN 
THBORBME 1. Tout transforme’ de Nagata d’un anneau noethbrien est Zl- 
noethkien et sa quasi-cloture est un anneau de Krull. 
Soit a = Cy=, fiA un ideal entier de l’anneau A, alors A(a) = fly=, Afi 
[lo, p. 3521. Pour simplifier l’ecriture, posons Ai = Afi; A, est noetherien 
done suivant (Ib) 
4 = n (Adpi, 
MAi 
et &%,~~p,~E~A, est une representation finie de Ai . 
11 y a bijection entre les ideaux premiers de Afi et ceux de A ne contenant 
pas fi . Notons Hi l’image de M,? dans cette bijection. Alors: 
(Adp,, = A,< avec pi = pi’ n A, 
pi’ E MAP pigHi. 
Posons H = Ur=, Hi . Alors A(a) = ny=, (&, Api) = na A, (Ap}pEH est 
une representation finie de A(a). 
Notons Z = {an / an $! p pour tout p E H}. Alors A(a) = AZ = B. 
Suivant (le), l’application p w pz est une bijection de P sur P’. Si H’ est 
l’image de H dans cette bijection, A, = Bpz pour p E H, done: 
A(a) = B == n B, 
H’ 
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d’oti A(a) est un anneau Zt-noethkrien. Pour le dernier r&&at, &, = A,*, 
est un anneau de Krull. Mais (Afi}~=, est une reprksentation finie he A(a) 
done, selon (Ia) 
(A(a))* = fj A; = ; (&). 
i=l i=l 
Ainsi, (A(a))* intersection finie d’anneaux de Krull est un anneau de Krull. 
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